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第 1 步: 理解题目
zzy

跳过这一步, 直奔算法。

Claude

快速对一下数据范围:N,M ≤ 104, 坐标 ∈ [−104, 104], 多组数据, 误差 ≤ 10−3。两个已经给出
顶点序的凸多边形, 求边界间最小距离——边到边、点到点、点到边都可能取到。

第 2 步: 暴力解法思路
Claude

先把暴力理清楚再考虑优化。
最直接的写法: 对两个多边形的所有「特征对」逐个算距离取 min。问题是——两凸多边形之间
的最小距离最终一定取在哪种「特征对」上? 点-点、点-边、边-边, 哪些是真的可能成为答案,
哪些其实可以不用单独算?

zzy

应该只有点-边可以取到吧? 但如果两个凸包相交可能不大行。

Claude

方向对。补完三件事:
(1) 三类特征对的归并。对两个不相交的凸多边形, 最小距离的实现位置只有三种:
• 顶点 - 边内部: 从某顶点向另一多边形的某条边作垂线, 垂足落在边内部。
• 顶点 -顶点:两个多边形上各取一个顶点。这其实是上一种的退化——拿 dist(vA, 线段eB)(线
段距离, 不是直线距离) 算时, 如果垂足落在 eB 外面, 点-线段距离就退成点-点距离; 所以它
包含在「顶点对线段」里, 不用单独写。

• 边 - 边: 仅当两边平行时才可能, 且此时两条边的端点也一定在同一最小距离上——所以这
种情形也被「顶点对线段」覆盖。

结论:枚举所有 (顶点, 对面边) 对, 算点-线段距离取 min, 三种情形一网打尽。
(2) 对称性。单边枚举不够——必须枚举「A 的顶点对 B 的边」和「B 的顶点对 A 的边」两
个方向。反例: 细长 A 戳向粗 B 的边中间,A 的端点垂足落在 B 的边内部, 这种情形「A 顶点
– B 边」抓得到; 反过来「B 顶点 – A 边」抓不到——但加上对称的另一个方向就能 cover 所
有非对称几何。
(3) 相交怎么办。本题语境两座岛屿在海里、天然分离; 真相交答案就是 0。更稳妥的写法是
先做个凸包-凸包相交判定 (可以用 SAT 或半平面), 相交直接返 0。不过实务上, 如果你只在乎
题目数据, 可以省掉这步直接算最小点-线段距离——数据保证分离时不会出错。
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zzy

跳过暴力, 直接想优化。

第 4 步: 优化思路——旋转卡壳
Claude

暴力 O(NM) 在 N = M = 104 多组数据下走不动。先记一个简短事实再问问题:
暴力之所以浪费, 是因为对 A 的每个顶点 p, 我们都把 B 的全部 M 条边都拿来算了一遍点-线
段距离。但凸性下,p 看向 B 时,B 上「真正可能成为 p 最近边」的边其实非常少。
问题: 固定 A 上一个顶点 p, 把 B 想象成站在远处的一个凸多边形。B 上有多少条边有资格成
为「离 p 最近的那条」? 给一个数 + 一句话直觉解释为什么。

zzy

只有一条。这不是废话吗?

Claude

对, 但这条「废话级 fact」是旋转卡壳的全部根基。把它换一个说法:
每个 p ∈ A, 对应 B 上唯一一条「facing 边」(facing edge)。形象点: 从 p 看过去,B 朝向 p
的那一面只有一条边「正对」着 p, 其它边要么被它挡住, 要么转到另一侧去了。
下一步要观察的是 动态 行为: 把顶点 p 沿 A 的边界走一圈 (CCW), 那条「facing 边」会在 B
上怎么变化?
更具体一点: 它在 B 上的位置 (顶点编号) 是乱跳、往返、还是有某种规律?
写一句你的直觉就够, 不用证明。

zzy

肯定是有规律的, 这个规律类似于往返。

Claude

对,「短程单调、长程往返」——关键观察是:
B 上能当 facing 边的, 只是B 朝向 A 的那半弧上的边。B 背向 A 那半弧的所有边都不参与
候选——没有任何 p ∈ A 会和那些边构成最近对。
把它跑动起来:
• 短程 (p 走在 A 的 facing 弧上):p沿 A朝 B那半 CCW走时,B的 facing边在 B的 facing
弧上单调推进。这是「单调」的来源。

• 长程 (p 越过 A 的背面):A 的 facing 弧走完后,p 进入 A 背向 B 那半。此时 B 没有新边可
选——B 的 facing 边只能沿同一段 facing 弧退回来。p 走完整圈,B 的 facing 边轨迹 =「推
过去 → 退回来」, 就是往返。

这个观察对算法有直接好处: 旋转卡壳跑两凸多边形最近距离时, 两个指针不需要走完一整圈,
各自只走完自己的 facing 弧就够了——总步数 O(N +M)。
下一题:facing 弧的两个端点 (单调推进的起止点 = 「开始往返」的转折点), 在 A / B 上对应
几何意义上的什么特殊点?

zzy

跳过这些细问, 直接给算法骨架。
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Claude

好, 直接给。
Setup(确定起始 facing 对):
• 把 A、B 都按 CCW 整理 (读完先判向、CW 就 reverse)。
• 取 A 上 y 最小的点 p,B 上 y 最大的点 q。p 看上去就是 q,q 看下去就是 p ——这一对是初
始 facing pair, 也是 A/B 各自 facing 弧的一个端点。

核心循环 (双指针走 facing 弧):
• 当前状态:p = Ai,q = Bj。两条 出边:⃗a = Ai+1 − Ai、b⃗ = Bj − Bj+1 (B 的方向 反向, 因为

facing 弧逆 B 的 CCW 序前进)。
• 比较 a⃗ 与 b⃗ 的极角: 谁角更小就先推谁。具体: 看 cross(⃗a, b⃗) ——正则推 i, 负则推 j,0 任选。
几何意义: 角度跑得慢的那条边可以多容纳一格, 所以让它的指针先动。

• 每步, 顺手算两个点-线段距离更新答案: dist(Ai, seg[Bj , Bj+1]) 和 dist(Bj , seg[Ai, Ai+1])。
终止: 两个指针各自把 facing 弧走完时退出——安全做法是循环 N +M 步 (或: 让 i 走完 A 一
圈、j 同步推, 反正一定够)。
复杂度:O(N +M) per testcase。
要点提示 (写代码时容易翻车的几个):
• 输入 CCW 不能假设, 先 signed area 判向, 负就 reverse。
• 点-线段距离记得分三段 (垂足在内 / 在两端外)。
• cross 用整数运算最稳; 坐标 ≤ 104,N,M ≤ 104, 中间结果远在 long long 内。
去 src/Bridge_Across_Islands.cpp 实现这个, 写完告诉我。

第 5 步:cross product 判定的几何意义
Claude

第一版用「dis2 < dis1 就推 B」的贪心, 在 OJ 上 TLE ——因为 A 走到背面弧时, 贪心不再单
调,j 想往回走但只能前推, 陷在 B 上转圈。
正解换成 cross product 判定:

cross
(
Ai+1 −Ai, Bj −Bj+1

) 
> 0 ⇒ ++ i

< 0 ⇒ ++ j

= 0 任选 (推荐两个都试一下取 min)

几何意义. 设
a⃗ = Ai+1 −Ai, b⃗′ = Bj −Bj+1.

a⃗是 A在 Ai 的 CCW 出边方向。⃗b′ 是 B 在 Bj 的 CCW出边反向——反向是因为 B 的 facing
弧逆 B 的 CCW 序前进, 从「站在 facing 弧上往前走」的视角看,B 边方向就是 −(Bj+1−Bj)。
初始 facing pair(A 最低点 p、B 最高点 q) 处:
• a⃗ 大约朝 +x(A 最低处的 CCW 切线水平向右)

• b⃗′ 也大约朝 +x(B 最高处 CCW 切线朝左, 反向后朝右)
两者初始几乎平行同向, 且两者沿各自多边形 CCW 推进时都向 CCW 方向旋转 (凸性)。
cross(⃗a, b⃗′) 衡量两者角度差:
• > 0:⃗b′ 在 a⃗ 的 CCW 一侧 ⇒ a⃗ 角度落后 ⇒ 让 A 推一步追上 ⇒ ++ i

• < 0: 反之 ⇒ ++ j
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为什么这样不会 TLE. 每步刚好推一个指针、各自只能 forward。i 走完 A 一圈、j 走完 B 一
圈就停, 总步数 ≤ N +M。背面弧问题自动消失:cross 一直按角度差驱动, 根本不依赖「dis 谁
更小」这种局部贪心。
可视化见同目录 cross_product_demo.html ——把两个凸多边形、a⃗ / b⃗′ 两条向量、cross
product 符号、当前应推哪个指针, 逐步展开。
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