
Neuvillette Circling 带教对话录
2024 (ICPC) Jiangxi Provincial Contest ·Problem I ·CF gym 105231 I

第 1 步：吃透题意
Claude

先把题意嚼一遍，用样例锚定理解。题面给的样例：

n = 5,

i xi yi
1 −6 −9
2 2 4
3 9 2
4 1 −1
5 −4 −5

任意两个宝藏之间有一条「路径」（线段），路径上有一个丘丘人，它可能出现在这条线段的任意一点。Neuvillette 画一个圆（圆心任选、半径
要最小），圆上或圆内的丘丘人被消灭。要求：无论这些丘丘人具体站在各自线段的哪个位置，他都能至少消灭 m 个。
样例里 m = 1 时答案是 2.23606798（注意到 ≈

√
5）。

问题：m = 1（保证至少干掉 1 个丘丘人）时，Neuvillette 应该画哪个圆、半径为什么恰好是这个值、为什么不能更小？关键扣在「丘丘人可
能出现在线段任意一点、要无论它在哪都能杀掉」这句话上——它对「这个圆和那条线段的关系」提了什么硬要求？

zzy

至少干掉一个，就选一个最短的线段进行覆盖，即以这条线段为直径即可。
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Claude

对。把那句硬要求点透：丘丘人在线段上的位置是对抗性的——你画完圆它再” 挑” 位置——所以「能保证这条线段上的丘丘人被秒」⇐⇒「整
条线段在圆盘内」。再用「圆盘是凸集」收一刀：圆盘内任意两点的连线段仍在圆盘内，所以「整条线段在圆盘内」⇐⇒「线段两端点都在圆盘
内」。这把” 覆盖一条边” 翻译成了” 包住它的两个端点”，几何复杂度立刻塌一档。
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m = 1 的验算：最近一对是 (−6,−9) 与 (−4,−5)，距离 √
(−6− (−4))2 + (−9− (−5))2 =

√
4 + 16 =

√
20 = 2

√
5，以这两点为直径的圆半径

=
√
5 ≈ 2.23606798。再小一点的圆装不下两端点（任何更小的圆，直径就 <

√
20，无法同时包住这两个端点），所以这个 √

5 是紧的。✓
下一步推进前先把复杂度预算对齐——它会决定我们后面允许” 暴力枚举到哪一层”。题面给的：n ≤ 100，时限 2 秒，坐标整数 |xi|, |yi| ≤ 103，
输出 (

n
2

) 行。
问题：心里大概的目标复杂度量级是什么？O(n2) / O(n3) / O(n4) / O(n5)，你倾向走到哪一档（或者说，哪一档以下都能跑完，哪一档开始
就悬了）？

zzy

这个时间复杂度应该是 O(n3)–O(n4) 之间。

Claude

对，预算就在这一档。把数字钉一下让后面好对齐：

量级 操作数 2 秒内
O(n2) ≈ 104 1 万 闭眼过
O(n3) ≈ 106 100 万 轻松
O(n4) ≈ 108 1 亿 紧但能过（操作必须简单、避免开方/取模）
O(n5) ≈ 1010 100 亿 死

所以我们的天花板是 O(n4)，目标是能做到 O(n3) 就更舒服；越界到 O(n5) 立即否决。第 1 步收工。

第 2 步：暴力解法思路
Claude

回到你刚画的那 4 个圆：紫 / 红 / 蓝 / 绿，每个圆都是包住若干个点的圆。换个问法把直觉撬开：
给定 n 个点，固定一个 k（比如 k = 3，对应你画的红色圆），你怎么系统地找出「能至少包含 k 个点的、半径最小的圆」？
——你画那 4 个圆时，脑子里是凭直觉看哪几个点抱团紧、然后徒手框一下；还是有某种” 我先考虑 X 类候选圆，再从里面挑最小” 的系统办
法？把你的” 找圆” 心法说出来。
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zzy

我学习过最小圆覆盖，不过这道题目相比于最小圆覆盖还是变化比较大的，我也不是特别熟悉啊。
系统性地，我只能想到选点，跑最小圆覆盖。

Claude

对，这就是教科书暴力：枚举所有大小为 k 的点子集 → 对每个子集跑 MEC（最小圆覆盖）→ 取半径最小的那个，对 k = 2, 3, . . . , n 全做一
遍。复杂度估一下：

n∑
k=2

(
n

k

)
·O(k) ≈ O(2n · n)

n = 100 时 2100 ≈ 1030，立即否决。所以暴力实现这一步直接跳过（写出来跑不了，写它纯属浪费时间），我们直接进 Step 4 想优化。
但你这一步并不白走——「枚举子集 + MEC」里有一半是对的：MEC 本身就是答案候选圆的来源。下面这道题就是把它撬开的钥匙。

第 3 步：跳过（暴力 O(2nn) 太慢，不实现）
第 4 步：优化解法思路

Claude

你说” 跑最小圆覆盖”。MEC 算法（Welzl 的随机增量做法）的核心依据是一个结构性事实——这个事实回答的是「MEC 长什么样」。
问题：考虑 n 个点的 MEC（包住所有这 n 个点的最小圆），它的边界圆周上至少经过几个原始输入点、至多经过几个原始输入点？换句话
说，「一个 MEC 是由几个点决定的」？
（如果记不太清就大胆猜，给你下面这张图当线索：哪些点真的” 卡” 住了那条边界、不能再缩？）
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图 A：3 点决定

P1P2

P3

P4 P5

MEC

图 B：2 点决定（直径）

zzy

MEC 最多由 3 个点确定。

Claude

对，上界 ≤ 3 抓住了。准确的完整结论是「2 或 3」——
• 上面图 A：3 点共圆（且都不在另两点弦的同侧），MEC = 这三点的外接圆；
• 上面图 B：2 点正对（作为直径的两端），MEC = 这对点的直径圆——本题最近对 (−6,−9) ↔ (−4,−5) 那个紫圆就是 2-点决定的实例。

为什么” 至少 2”？反证：如果 MEC 边界上 1 个或 0 个原始点，你可以把圆心稍微平移并适当缩半径（保持现有点都在内），半径就更小了，
矛盾。
为什么” 至多 3”？平面上不共线的 3 点决定唯一外接圆，再加一个点要么本来就在内，要么这个圆就不是 MEC（题面保证「无三点共线」就
是为了避开退化）。
核心提问——把这个定理迁移到本题。本题要的不是 MEC（包住所有 n 点的最小圆），而是「至少包住 k 个点的最小圆」。记这个最优圆为 R∗。
问：R∗ 的边界圆周也必然经过 2 或 3 个原始输入点吗？为什么/为什么不？
（提示：先假设 R∗ 边界没经过任何原始点，能不能在保持「至少包住 k 个点」的前提下，再缩一缩、移一移把它变得更小？）

zzy

这肯定是的，肯定经过 2–3 个点。
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Claude

对。把论证钉死（同 MEC 那套 shrink/move，只是「包住所有」换成「包住至少 k 个」）：
设 R∗ 内部含的原始点集为 S（|S| ≥ k），假设 R∗ 边界上有 b 个原始点。

• b = 0：S 全部严格位于 R∗ 内部。圆心稍微移动 + 半径稍减小 ⇒ S 仍然全部在内 ⇒ 半径更小、仍含 ≥ k 个点 ⇒ 与 R∗ 最优矛盾。
• b = 1：唯一边界点记为 P；圆心沿 → P 方向轻微平移、半径按比例缩小，P 继续在边界、S \ {P} 继续严格在内 ⇒ 半径更小 ⇒ 矛盾。
• b ≥ 2：可能成立——R∗ 由这 2 或 3 个边界点唯一决定，自由度被锁死。

关键推论：R∗ 必定是某个原始点子集 S（|S| ≥ k）的 MEC。所以 R∗ 由某 2 个或 3 个原始点决定。
——这一刀把” 枚举对象” 从「子集」彻底翻转成「圆」。
下一问：既然每个最优 R∗ 都由原始 n 个点里的 2 或 3 个决定，那对应的候选圆集合是什么？规模多大（用 n 表示）？

zzy

哦，我理解了，这个圆不是特别多，就是 O(n3) 的这个级别，加入检验系统，那就是 O(n4)，因为有序枚举，可以除一个 2，当然，还是有点极
限。

Claude

对——候选圆集合 = 2-点直径圆 (
n
2

) 个 + 3-点外接圆 (
n
3

) 个，规模 O(n3)；每圆 O(n) 数它包含了多少个原始点 → 总 O(n4)。
实际常数我替你算一下，「极限」其实过于悲观：(

100

3

)
+

(
100

2

)
= 161 700 + 4 950 ≈ 1.67× 105 候选圆, × n = 100 次数点 ⇒ ≈ 1.67× 107 次基本运算.

2 秒内相当宽松，连卡常都不需要。n4/6 那个 /6 是 (
n
3

) 里 3! = 6 来的，你说的” 除一个 2” 其实是 (
n
2

) 那部分的 /2；两个一合到 (
n
3

) 主导项
就是 /6。
到这里算法骨架已经能走完一大半：枚举 (

n
2

)
+
(
n
3

) 个候选圆，每个圆 O(n) 数包含点数 k′ 与半径 r；维护

ansk[k] := min{ r : 某候选圆半径 = r, 包含点数 ≥ k }, k = 2, 3, . . . , n.

这是关于 k 的非递减序列（k 变大 ⇒ 候选集合变小 ⇒ min 只能上去）。
但题目输出要的不是按 k，是按 m。m = 1, 2, . . . ,

(
n
2

)。回看样例和你画的四个圆：
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k 圆颜色 半径 (ansk[k]) 覆盖到的 m

2 紫 ≈ 2.236 m = 1
3 红 ≈ 4.286 m = 2, 3
4 蓝 ≈ 7.382 m = 4, 5, 6
5 绿 ≈ 9.301 m = 7, 8, 9, 10

问：m 和 k 之间是什么算术关系？给定 m，怎么算出” 该用 ansk[km] 的哪个 km”？（提示：看每个 k 对应了多少个 m——k = 2 管 1 个 m，
k = 3 管 2 个，k = 4 管 3 个，k = 5 管 4 个⋯⋯这后面那串数字眼熟吗？）

第 5 步：实现 + 调试
zzy

（直接上手写代码、提交，样例 AC、大数据 WA。代码骨架）
589 void Solve() {
590 ll N;
591 cin >> N;
592 vector<Point<ll> > A(N);
593 for (auto &p: A) {
594 cin >> p;
595 }
596 vector<DB> mn_rad((N * (N - 1)) / 2 + 2,INFINITY);
597 for (int i = 0; i < N; ++i) {
598 for (int j = i + 1; j < N; ++j) {
599 for (int k = j + 1; k < N; ++k) {
600 auto [a,b,c] = make_tuple(A[i], A[j], A[k]);
601 Circle<DB> c0 = outcircle_triangle(a, b, c);
602 ll in_cir_cnt = 0;
603 for (const auto &p: A) {
604 if (c0.is_point_in_circle(p)) {
605 in_cir_cnt++;
606 }
607 }
608 ll ans = in_cir_cnt * (in_cir_cnt - 1) / 2;
609 mn_rad[ans] = min(mn_rad[ans], c0.r);
610 }
611 }
612 }
613 for (int i = 0; i < N; ++i) {
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614 for (int j = i + 1; j < N; ++j) {
615 auto [a,b] = make_tuple(A[i], A[j]);
616 Circle<DB> c0 = circle_from_diameter(a, b);
617 ll in_cir_cnt = 0;
618 for (const auto &p: A) {
619 if (c0.is_point_in_circle(p)) {
620 in_cir_cnt++;
621 }
622 }
623 ll ans = in_cir_cnt * (in_cir_cnt - 1) / 2;
624 mn_rad[ans] = min(mn_rad[ans], c0.r);
625 }
626 }
627 for (int i = SZ(mn_rad) - 2; i >= 0; --i) {
628 mn_rad[i] = min(mn_rad[i + 1], mn_rad[i]);
629 }
630 cout << fsp(8);
631 for (int i = 1; i <= (N * (N - 1)) / 2; ++i) {
632 cout << mn_rad[i] << "\n";
633 }
634 }

这个代码思路应该没什么问题啊，为什么 WA 了呢？样例也是 AC 了。

Claude

思路完全对——你这一份代码顺便把第 4 步第四问”m ↔ k 关系” 也自己推出来了：

ans = in_cir_cnt · (in_cir_cnt − 1)

2
=

(
k

2

)
这正是 k = 2, 3, 4, . . . 各管 (

k
2

)
−

(
k−1
2

)
= k − 1 个 m（也就是 1, 2, 3, 4, . . . 那串三角形数），实现里直接把候选圆按 (

k
2

) 落到 mn_rad 对应槽，
再做 suffix-min 把” 更大 m 的最优半径”propagate 回小 m。算法没问题。
「样例 AC + 大数据 WA + 几何题」三联立 = 99% 是 FP 精度在边界上吞精度。重点嫌疑：

Neuvillette_Circling.cpp:539

return distancePPNorm(p, c) <= squared(r);

回想一下 circle_from_diameter：r = distancePP(a,b)/2 = sqrt(d)/2，再 squared(r) = r*r。sqrt 一来再 square 一回，积出 ULP
级误差。LHS distancePPNorm 对整数输入是精确 d/4，RHS 是 d/4± ε，方向看 d 这个具体值（IEEE 754 round-to-nearest 的” 运气”）。
Python 模拟（跟你的 is_point_in_circle 同样 double 行为）：
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d r ·r d/4 边界 <= 通过？
5 1.2500000000000002 1.25 ✓

13 3.2499999999999996 3.25 ×漏算
20 5.000000000000001 5.0 ✓样例幸运
50 12.500000000000002 12.5 ✓

113 28.250000000000004 28.25 ✓

样例里 d = 20 那个紫圆（直径 (−6,−9) ↔ (−4,−5)，d = 4+16 = 20）正好 r2 = 5.0+ ε > 5.0，”≤” 成立，2 个端点被计入 in_cir_cnt → 样
例侥幸过。但只要测试数据里有个 d = 13 类形状（例：(0, 0) ↔ (3, 2)），定义这个 diameter circle 的 2 个原点就漏计 → in_cir_cnt 少 1∼2
→ ans 偏小 → 正确的 mn_rad[m] 拿不到本该的候选半径 → 输出 INF 或更大半径 → WA。Triple-circumcircle 同理：3 个 defining points 在
边界，距离 2=r2 数学相等、FP 抖动。
最快 patch（竞赛场首选）：
return distancePPNorm(p, c) <= squared(r) + EPS; // EPS 取 1e-7 量级

更稳的整数精确写法（ll 输入下零误差）：
• Pair-diameter 走 4× 放大判定：(2p−Ai −Aj)

2 ≤ (Ai −Aj)
2，两边全是整数；

• Triple-circumcircle 走经典 in-circle predicate：4× 4 行列式（用 i128 防溢出）。
赛场上先 + EPS 救场；写题解 / 上传板子时再升级整数精确版。
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